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Apresentacdo

O conhecimento matemadtico, assim como o de outras
dreas, surgiu para resolver problemas cotidianos e de so-
brevivéncia da humanidade. Desde a Antiguidade ha regis-
tros da resolucao de problemas tendo a Matematica como
ferramenta e incluindo instrumentos de calcular, como o
dabaco na versdo oriental (soroban no Japao e suanpan na
China) e na versao amerindia - asteca (nepohualtzitzin) e
inca (quipo: tiras com nds). O comum a todos os conhe-
cimentos assim estabelecidos é a conexao entre as ideias
matemadticas e o modelo econdémico vigente, que garantiu
a aceitacdo e a incorporacao de outras formas de analisar e
explicar fatos e fendmenos, junto as diversas culturas.

Os problemas trazem as dificuldades humanas e bus-
cam respostas para elas, dando origem a conjecturas, que
sdo palpites plausiveis com base em algumas evidéncias.
Uma formulacdo de hipdtese pede a identificacao de pa-
droes - identificdveis por todos. Os matemadticos exigem
mais do que evidéncias, demandam provas com ldgica im-
pecavel. Todos teoremas que constam desta obra sao ge-
neralizagoes de conhecimentos considerados validos para
outras vdrias situacoes e que foram demonstrados de for-
ma a garantir sua universaliza¢ao. Fazem parte desta obra,
aplicacoes de cada um dos teoremas em diferentes dreas e
descobertas, além de uma breve apresentacao dos matemd-
ticos que os desenvolveram.
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TEOREMA DE PITAGORAS

VINCULOS ENTRE
NUMEROS
E GEOMETRIA?

A Escola de Pitdgoras, embora fortemente
conectada aos numeros, deixou como
legado”™Um famoSoltearema,com signifitalivas
aplicacdesggeometricas:

temadtica, é preciso retomar o que se tem dado como sabido acerca do

nascimento da Geometria. Ela teria surgido as margens do rio Nilo,
devido a necessidade de medir as dreas de terras a serem redistribuidas entre
os que as perderam apds as enchentes. Essa hipdtese data dos escritos de
Herddoto, no século V a.C., que relatam as inspecoes de terrenos e conse-
quentes medicdes de suas reducoes, para atribuir aos proprietdrios originais
uma diminuicdo proporcional de impostos.

As narrativas convencionais estabeleceram a crenca de que a Matema-
tica considerada vdlida é a europeia, surgida na época de Tales de Mileto.
Tales viveu entre os séculos VII e VI a.C. e sofreu influéncia dos babi-
lonios da Mesopotamia e dos egipcios. A originalidade pitagérica foi a
introducdo da ideia de matematica abstrata, estabelecida na Grécia, na
primeira metade do século V a.C., e que serviu de referéncia para o seu
desenvolvimento entre as épocas de Tales e de Euclides. O que se enfatiza
neste capitulo é a passagem de uma matemadtica marcada por célculos e
técnicas operatorias, realizada por babilonios e egipcios, para outra mais

Para compreender o papel do Teorema de Pitdgoras na histéria da Ma-
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Pitdgoras

Nao ha provas registradas que Pitagoras tenha de fato existido. Supoe-se que ele
nasceu nailha de Samos (no mar Egeu), filho de um mercador, no século Va.C.
Fez diversas viagens ao Egito e a Jonia, atual Turquia, acompanhando o pai,
onde entrou em contato estreito com alguns pensadores da época. Dizem ter
sido Pitagoras o fundador de escolas de conhecimento, a primeira em Samos,
conhecida como Escola Pitagérica, e posteriormente em Crotona, nas quais
desenvolveu-se nao apenas uma teoria de conhecimento sobre ndmeros,

mas também um sistema de vida, com rituais de purificacdo e iniciacbes que
preparavam seus discipulos para se colocarem em harmonia com os ndmeros e
compreendé-los. Tais escolas deram origem a Teoria dos Nimeros, base de tudo
que se sabe hoje em Ciéncia e Tecnologia. E atribuida a Pitdgoras a criacdo da
escala musical pitagérica, que é bastante utilizada na musica arabe, diferente
da maisconhecida, a criada por Bach. No Brasil, a escala pitagoérica aparece, em
geral,na mtsica nordestina:

Emberasnaesejaspossivel provara existéncia de Pitdgoras, ndo ha duvidas sobre a
comprovadaEscola Pitagbrica, que surgilt na mesma época de sua suposta'vida.

tedrica, a praticada pelos gregos, que se consolidou com base em argumen-
tacoes e demonstra¢oes consistentes.

O Teorema de Pitdgoras foi divulgado em todo o ocidente. Diz-se que é
conectado a situagoes geométricas, inclusive em sua demonstragao. Eo que
serd tratado nesta obra. O teorema mais famoso, que é associado ao nome de
Pitdgoras, estabelece uma relagao entre as medidas dos lados de um tridangulo
retangulo, assim explicitado:

O quadrado da medida da hipotenusa de um triangulo re-
tangulo é igual a soma dos quadrados das medidas de seus
catetos.

Sabe-se que essa relacao era conhecida por diversos povos antigos, mas o
importante nao é apenas destacar seu valor histérico, ou se foram os gregos ou
ndo os primeiros a conhecé-la; e sim, estabelecer a relacao entre uma situacao
geomeétrica com outra numérica e explicitar suas aplicagdes, antigas e atuais.
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A demonstracao do teore- c
ma, encontrada em Os elemen-
tos, de Euclides, utiliza resulta- b a: medida da hipotenusa
dos que nao eram conhecidos b, ¢: medidas dos catetos
na época da Escola Pitagoérica. A c B
Pode-se dizer que a demons- 9 P
tracao nao foi desenvolvida a=b+c
pelos pitagéricos, e que hd
também diversas maneiras de
apresentar e demonstrar o Teo-
rema de Pitagoras.

Burkert (1972) afirma que o Teorema de Pitdgoras era muito mais numé-
rico que geométrico, baseado em padroes numéricos presentes nos nimeros
que sao conhecidos como figurados ou geométricos: os triangulares, os qua-
drados etc. Ele se refere as triplas pitagdricas, estabelecidas por dois nimeros
quadrados, que podem ser associadas as medidas dos lados de um tridngulo
retangulo. Segundo o autor, as triplas foram obtidas pelo estudo dos ntimeros
impares, vistos.como esquadros em técnicas de calculo.

Assim,e.ntimero geométrico quadrado 4 aparece representado em uma
tripla tomando“como destaque 0 numero quadrado 1,.cercado pelos esqua-
dros que o ladeiam:

Figura 1

@ © © 0 0|0
© 0 00
© O 9o
[© © O[O
1 4 9 16
Figura 2

O nuimero quadrado 4 aparece no nimero quadrado 9 representado na tri-
pla que o destaca. Pelo desenho anterior é facilmente reconhecivel o nimero
quadrado 9 destacado no nimero 16.

Para obter o niimero 4, que é quadrado, a partir do niimero
quadrado 1, basta adicionar o préximo niimero impar a 1,
queé3ou:3 + 1 = 4.

Para obter o nimero quadrado 9, a partir do nimero 4, basta
adicionar o préximo nimero impar a 3, que é5ou: 4 + 5 = 9.
Para obter o niimero quadrado 16, temos o nimero quadrado 9 e o
numero impar 7 ou: 16 = 9 + 7.
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A primeira tripla que remete ao Teo-
rema de Pitdgoras é formada pelos nu-
meros 3, 4 e 5 porque compdem o nu-
mero quadrado 25, pois 25 = 16 + 9
que é igual a 4> + 3% = 5% Os nameros
3, 4 e 5 correspondem as medidas dos 5 a ¢ 3
catetos e da hipotenusa de um tridngu-
lo retdngulo. O desenho ao lado mostra PR
o tridngulo retingulo que corresponde & ~ b +c 46 4
a tripla e os quadrados que mostram a
Relacdo de Pitagoras (entre as medidas
dos lados do tridngulo) pelos quadrados,
com as medidas 3, 4 e 5 unidades. Figura 3

Ha indicios de que as triplas fos-
sem também conhecidas pelos babilénios, mas ndao hd provas concretas de
que o teorema que prova a Relacao de Pitdgoras tivesse sido reconhecido e
demonstrado mil anos antes da existéncia da Escola Pitagoérica.

E possivel-estabelecer uma conexao
entre aRelagaoede Pitdgoras.e 0s nos
em corda, utilizados pelos egipcios na
formacgao do contorno de umrtriangulo
retangulo; base para‘a demarcacdo de
terras quedadeiam’ o rio Nilo. Sao 12
nos equidistantes e a distribuicao é a
mostrada na figura ao lado. Observe as
medidas 3, 4 e 5, tomando como uni-
dade a distancia entre dois nds conse-
cutivos.

Organizando o cordao e 0s nés com  Figua 4
o formato do contorno de um triangu-
lo, esse serd um tridngulo retangulo. Assim, faz sentido pensar em nimeros
e relagoes geométricas com base no conhecimento que a Escola Pitagérica
tinha dos numeros.

Todos os triangulos que tém medidas proporcionais as da tripla pitagdrica
(3, 4, 5) sdo também retangulos — (6, 8, 10); (9, 12, 15) etc. - e sao denomi-
nados triangulos pitagéricos. Mas ndo apenas os triangulos pitagéricos sao
retangulos. O tridngulo cujos lados medem 5, 12 e 13 unidades ndo é pitago-
rico e obedece a Relagao de Pitdgoras:

52 + 122 = 132 ou 25 + 144 = 169

1
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Euclides

Nascido em Alexandria, escreveu a obra Os elementos,
que é vista e conhecida como o auge do esforco de
organizacao da geometria grega até o século Illa.C,,
revelando o pensamento axiomatico, que parte de
principios; e o dedutivo, associando a geometria pratica
a bases mais solidas de conhecimento. Constam de Os
elementos nao apenas a geometria, mas parte da Teoria
de Ndmeros e de Conceitos Musicais.

Akg-images/Album/Fotoarena

A obra traz as constructes geométricas feitas com
régua e compasso, instrumentos diferentes dos que
hoje sao conhecidos como tais. A régua nao trazia
medidas e o compasso nao tinha articulacao que
mantivesse os “bracos” da peca fixos.

curiosidade: e 0s m N
de osentes g icos pontoereta.
Em Os 0 ocorre, pois a definica pof,

de certa forma, humanizar o conceito, embora nao
tenha sido esta a intencao do autor. Eis as definices
de Euclides: ponto é aquilo de que nada é parte. Linha
reta é a que esta posta porigual com os pontos sobre
simesma.

Teorema de Pitdgoras: uma demonstragdo

Para validar uma proposicao matemadtica é necessdrio prové-la, de forma
que se torne verdadeira para todos os casos. Existem mais de trezentas de-
monstragoes do Teorema de Pitdgoras, e as escolhas caem em dois tipos pos-
siveis: as geométricas, baseadas em comparagoes entre dreas de poligonos,
e as algébricas, que utilizam as relagoes métricas de um triangulo retangulo.

A mais simples é a baseada em constru¢oes em malha quadriculada,
como a mostrada na figura 3, e vale para tridngulos cujos lados medem 3, 4
e 5 unidades.

A escolha para esta obra foi a da demonstracgao feita pelo livreiro inglés
Henry Perigal, em 1873, baseada em construcdes geométricas para deter-
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minar poligonos congruentes, isto é, aqueles que tém todos os elementos
correspondentes com a mesma medida - angulos e lados. A demonstragao se
inicia com a construc¢ao de quadrados sobre os lados de tridangulo retangulo.

Na figura 5 temos o tridngulo retangulo ABC, e os quadrados CBDE, ACFG
e ABIH, com medidas iguais as medidas dos lados do tridngulo.

Sobre o lado AB, o maior cateto, estd construido o quadrado CBDE, onde
sao desenhados dois segmentos: um paralelo & hipotenusa AB e outro per-
pendicular a ela, ambos passando pelo centro do quadrado. Os segmentos
dividem o quadrado em quatro poligonos congruentes. As quatro partes, mais
0 quadrado construido sobre o lado do menor cateto, compdem o quadrado
ABIH, que tem os lados com a mesma medida da hipotenusa.

Notacdo para segmento: AB Notagdo para medida de segmento: AB

juny

Figura 5

As construgdes compoem uma bela forma visual de demonstrar o teo-
rema. O leitor, se achar interessante, pode provar geometricamente que 0s
quatro poligonos construidos no qua-

drado CBDE sdo congruentes e que  « \& /o7 rop S Reaarhanimg o
o quadrado menor, que estd dentro . LU O
do quadrado maior, é congruente ao VAN b At e e
pF———Nr Ao chirioh Ky ¢

quadrado ACFG. i RN

R N (=% n{\p.u@(),_ﬂ,_’?\ -

Euclides propdés uma demonstra- ' Bl i e

¢ao do Teorema de Pitagoras que uti- Kot G Per- Kadroopras 3
liza construgdes geométricas. O frag- Alidedis | fnsmee Ganmmopianl?
mento mostra a proposicao 47 doliviol  teran~ il ads dnmia St =il A
da obra Os elementos (figura 6). Figura 6
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FIQUE POR DENTRO

0S NUMEROS E A ESCOLA PTTAGORICA

Para entrar na Escola Pitagérica, o candidato (somente homens eram aceitos)

se submetia a duras provas, fisicas e psicoldgicas, com o propésito de mostrar
pendor para os estudos matematicos e religiosos. Se as ultrapassasse, ele seria
aceito como acusmatico, que significa que deveria fazer voto de siléncio por cinco
anos. Os ensinamentos ndo eram escritos, mas transmitidos de “boca a ouvido”
para os que estavam prontos a assimila-los. Grande parte desse conhecimento se
perdeu, mas chegaram a contemporaneidade alguns conceitos curiosos sobre os
ndimeros:

O ndmero1simbolizava a razao; o nimero 2, a opiniao ou o primeiro
feminino; o niimero 3 é o primeiro masculino; o nimero 4, a justica ou o
segundo feminino. Cada um deles correspondia aos quatro elementos.

© SExistiaminameros.perfeitos, e a perfeicao dependia dos divisores do
namero. Se a soma dos divisores.de um ndmero, exceto ele.mesmo,
é'maiordo gue elego nlimero é excessivo; se menor,0 numero é
deficiente; se iglal, o nimera é perfeito,

O ndmero12 é excessivo porque1+2+3+4 +6=16;16 € maior que 12.
O nilimero 6 é perfeito porque1+2 +3=6;asoma é igual a 6.
O ndmero 4 é deficiente, porque 1+ 2 =3; 3 é menor que 4.

Os nlimeros sao considerados amigos se cada um deles é igual a soma
dos divisores do outro, exceto o outro. Os nlimeros 220 e 284 s30 amigos:

Soma dos divisores de 220, exceto ele mesmo:
142+ 4+5+10 +11+20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284.
Soma dos divisores de 284, exceto ele mesmo:
1+2+4+71+142=220.

Fica aqui uma pergunta para o leitor:

Os nlimeros 120 e 160 sao amigos?

Os divisores de 120, exceto ele mesmo, sao: 1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,24,30,40 € 60.
Eosde160? Sao amigos?
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Aplicacdes do teorema na matemdtica e em outras
dreas do conhecimento

Os numeros irracionais e o “susto” da Escola Pitagérica - E facil pensar as
medidas de comprimento que sdo obtidas utilizando niimeros naturais (inteiros
positivos) ou racionais — que podem ser escritos na forma fraciondria, com
numerador e denominador inteiros e denominador diferente de zero —, além
da forma decimal.

Sao exemplos:

2=2..05=-1.0,55..=2
1 2 9

Os ntimeros racionais, quando expressos na forma decimal, apresentam a
parte depois da virgula exata, como:
133

0,133 =
1000

ou com‘a'repeticao de um padrao, como

0,353535... = o>
99

Os numeros irracionais nao podem ser representados por meio de fra-
¢oes com numerador e denominador inteiro e tém a representa¢dao decimal
infinita, mas sem repeticao de padroes. Sao exemplos: J2=1,4142135...; o
numero pi ou T = 3,1415926...; o numero de ouro ou ¥ = 1,61803398...

O nimero T estd presente nas férmulas de cdlculo do comprimento da
circunferéncia (27r, sendo r o raio da circunferéncia) e a drea do circulo (TI?).
O ndmero ‘P, também conhecido como razao durea, estd presente como razao
entre as medidas dos elementos de obras de arte e de arquitetura, como no Par-
thenon. O retangulo da foto pdgina seguinte evidencia a relagao entre as medidas
estabelecidas como harmoniosas para o olhar humano: a razao entre compri-
mento e largura é P . Ressalta-se que o mesmo ocorre entre as medidas de um
cartao de crédito.

Arazdo P éigual a - V5
5

)

Trecho antecipado para divulgacdo. Venda proibida.



21 TEOREMAS MATEMATICOS QUE REVOLUCIONARAM O MUNDO

Shutterstock

Parthenon, Atenas, Grécia

A Escola Pitagdrica utilizava como simbolo o pentagrama (estrela penta-
gonal), construido com base em um pentagono regular, tracando-se as suas
diagonais. No pentagrama regular ABCDE, a razao durea estd entre as medi-

das de segmentos, como entre:
aém

) = 2 e a medida
da hipotenusa é V2 unldades. As demais medidas Fiqu% 7
irracionais partem da construcao de V2.

Fiqura 8

6
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